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Wave equations

1-D wave equation เปน 2nd order hyperbolic PDE เขยีนไดคือ

2 2
2

2 2

u uc
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
(1)

สมการที่ (1) เปนสมการเคลื่อนที่ (Propogation) ของคลื่นเสยีงที่เคลื่อนที่ดวย ความเร็วเสยีง c ใน

ตัวกลางที่มคีุณสมบัติอยางเดียวกัน (Uniform medium)

สมการที่ลักษณะคลายคลึงกันแตเปน 1st order equation เขยีนไดเปน

0 0u uc c
t x

∂ ∂
+ = >

∂ ∂

สมการที่ (2) เรียกกวา 1-D linear convection equation

(2)
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Schemes ที่ใชแกสมการ wave equation

Wave equations

Euler explicit method

Upstream (First-Order Upwind or Windward) Differencing Method

Lax method

Euler implicit method

2nd Upwind method

Time-Centered Implicit Method (Trapezoidal differencing method)

Runge-Kutta method
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Wave equation: Eurler explicit method

Simple explicit one-step method

1
1 0 0

n n n n
j j j ju u u u

c c
t x

+
+− −

+ = >
Δ Δ

(3)0 0u uc c
t x

∂ ∂
+ = >

∂ ∂

1
1 1 0 0
2

n n n n
j j j ju u u u

c c
t x

+
+ −− −

+ = >
Δ Δ

ในสมการที่ (3) ความถูกตองอยูในอันดับที่ 1 (First-order accurate) นั่นคือ Δt และ Δx ดังนั้นมีคา 

Truncation error เปน O[Δt , Δx ]

(4)

สวนในสมการที่ (4) ความถูกตองอยูในอันดับที่ 1 (First-order accurate) นั่นคือ Δt ดังนั้นมีคา 

Truncation error เปน O[Δt , (Δx)2 ]

สมการที่ (3) และ (4) เปน Unconditionally unstable
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Wave equation: Upwind differencing method

1
1 0 0

n n n n
j j j ju u u u

c c
t x

+
+− −

+ = >
Δ Δ (3)

สมการที่ (3) สามารถทําให Stable โดยการแทน Forward space difference โดย Backward space 

difference โดยคา c มีคาเปนบวก ถา c มคีาเปนลบแลว Forward space difference จะตองถูก

ตรวจสอบเพื่อใหเกิด Stability 

สําหรับคา c มคีาเปนบวกเมื่อใช Backward space difference จะได
1

1 0 0
n n n n
j j j ju u u u

c c
t x

+
−− −

+ = >
Δ Δ

สมการที่ (5) ความถูกตองอยูในอันดับที่ 1 (First-order accurate) และมีคา Truncation error เปน 

O[Δt , Δx ] และจาก von Neumann stability analysis แสดงวาวิธีนี้จะ stable เมื่อ

(5)

0 0tc
x
Δ

≤ ≤
Δ

tc
x

υ Δ
=

Δ
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Wave equation: Lax method

สมการที่ (4) สามารถทําให Stable โดยการแทน

1
1 1 0 0
2

n n n n
j j j ju u u u

c c
t x

+
+ −− −

+ = >
Δ Δ

(4)

n
ju ดวย ( )1 1 / 2n n

j ju u+ −−

และเรียกสมการที่ไดวา Lax method (Lax, 1954)

( )1
1 1 1 1/ 2

0
2

n n n n n
j j j j ju u u u u

c
t x

+
+ − + −− − −

+ =
Δ Δ

(6)

สมการที่ (6) เปน First-order accurate ที่มี Truncation error เปน  O[Δt , (Δx)2/ Δt ] และจะ 
Stable เมื่อ 1υ ≤

สมการที่ (6) อาจจะไม Uniformly consistent เนื่องจาก (Δx)2/ Δt อาจจะไมเขาสูศูนย ขณะที่ Δt 

และ Δx เขาสูศูนย
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สมการ Wave equation สมการ (3) สามารถแทนดวย Euler implicit method  

Wave equation: Euler implicit method

1 1 1
1 1 0
2

n n n n
j j j ju u u u

c
t x

+ + +
+ −− −

+ =
Δ Δ

สมการที่ (7) ความถูกตองอยูในอันดับที่ 1 (First-order accurate) และ มีคา Truncation error เปน 

O[Δt , (Δx)2 ]

จาก Fourier stability analysis สมการนี้เปน unconditionally stable ทุกขั้นเวลา 

(7)
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Wave equation: MacCormack method

 วิธี MacCormack method (MacCormack, 1969) นิยมใชมากในการแกสมการทางของไหลและ 
Nonlinear PDEs

 วิธีนี้ถูกพัฒนามาจากวิธี Lax-Wendroff scheme ซึ่งขจัดความจําเปนที่ตองคํานวณตัวที่ไมรูคาที่
จุด j+1/2 และ j-1/2 

 เมื่อใชกับปญหา linear wave equation และ ใช explicit method รูปสมการเขียนไดเปน

( )1
1

n n n n
j j j j

tu u c u u
x

+
+

Δ
= − −

Δ

( )1 1 1 1
1

1
2

n n n n n
j j j j j

tu u u c u u
x

+ + + +
−

Δ⎡ ⎤= + − −⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

Predictor:

Corrector:

(8)

(9)

1n
ju +เทอม เปนคาชั่วคราวทีถู่กคาดการณ (Temporary predicted value) ของ u ที่เวลา n+1

โดยใช Forward difference และ ขณะทีส่มการ corrector ถูกใชเพื่อหาคาสุดทายของ u ที่เวลา 

n+1โดยใช Backward difference



11Chainarong Chaktranond, Thammasat University

Wave equation: Second-order upwind method

Second-order upwind method (Warming and Beam, 1975) เปนการพัฒนาจาก MacCormack 
method ซึ่งใช Backward differencing method ในสวนทั้ง Predictor step และ corrector step 
สําหรับคา c > 0

( )1
1

n n n n
j j j j

tu u c u u
x

+
−

Δ
= − −

Δ

( ) ( )1 1 1 1
1 1 2

1 2 2
2

n n n n n n n n
j j j j j j j j

t tu u u c u u c u u u
x x

+ + + +
− − −

Δ Δ⎡ ⎤= + − − − − +⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

Predictor:

Corrector:

(10)

(11)

การเพิ่ม second backward difference ในสมการที่ (11) ทําให scheme ของ second-order 

accurate มคีา T.E. เปน O[(Δt)2 , (Δt)(Δx), (Δx)2 ] ถาสมการ (10) ถูกแทนในสมการที่ (10) 
รูปสมการกลายเปน

( ) ( )1
1 1 2

1 1 2 2
2

n n n n n n n
j j j j j j j

t tu u u u c c u u u
x x

υ+
− − −

Δ Δ⎛ ⎞= − − + − − +⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
(12)
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Wave equation: Time-Centered Implicit method

วิธีTime-Centered Implicit method อาจเรียกอีกอยางวา (Trapezoidal differencing method) เปนวิธี

ที่มคีวามถูกตองเปนอันดับสอง หรือ Second-order accurate implicit scheme และคาํนวณไดจากการ

ใช Taylor-series expansion 2 ชุด คือ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

1

2 6
n n nn n

j j t tt tttj j j

t t
u u t u u u+ Δ Δ

= + Δ + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

1 1 11

2 6
n n nn n

j j t tt tttj j j

t t
u u t u u u+ + ++ Δ Δ

= − Δ + − +

(13)

(14)

เมื่อแทนสมการ (13) ดวย ( ) ( ) ( )1n n n
tt tt tttj j ju u t u+ = + Δ +

จะได

( ) ( ) ( )31

2
n nn n

j j t t
j

tu u u u O t+ Δ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
(15)
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Wave equation: Time-Centered Implicit method

สมการ (15) จะมลีักษณะเหมือนสูตรสี่เหลี่ยมคางหม ู(Trapezoidal differencing) หรือเรียกอีกอยาง

วา Crank-Nicolson differencing ซึ่งเปน unconditional stable ทีทุ่ก time step
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Heat equation

สมการความรอน 1 มิติ (สมการการแพร, Diffusion equation)

2

2

u u
t x

α∂ ∂
=

∂ ∂

เปนสมการอนุพันธยอยแบบพาราโบลิค (Parabolic PDE) ซึ่งในสมการที่ (16) เปนสมการควบคมุ

สําหรับสมการนําความรอนหรือสมการการแพรในตัวกลางที่คณุสมบัติเหมือนกันแบบ 1 มิติ (1-D 

isotropic medium) นอกจากสมการนี้ยังใชจําลอง (Model) ลักษณะการไหลที่ยังพัฒนาเต็มที่ของ

สมการเบาวดารี่เรเยอรแบบพาราโบลิค (Parabolic boundary-layer equation) อีกดวย 

(16)
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เมื่อเงื่อนไขเริ่มตนกําหนดใหเปน ( ) ( ),0u x f x=

(17)

เมื่อเงื่อนไขขอบเขตกําหนดใหเปน ( ) ( )0, 1, 0u t u t= =

สมการแมนตรง (Exact solution) คือ ( ) ( )2

1
, sink t

n
n

u x t A e kxα
∞

−

=

= ∑

( ) ( )
1

0

2 sinnA f x kx dx= ∫ที่ซึ่ง

Heat equation

และ k nπ=

สมการ (16) สามารถถูกหาคาํตอบดวยวิธีผลตางสืบเนื่องวิธีตางเชน

• Simple explicit method

• Richardson’s method

• Crank-Nicloson method

• etc.,
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Simple explicit method

( )

1
1 1

2

2n n n n n
j j j j ju u u u u

t x
α

+
+ −− − +

+
Δ Δ

คาความถูกตอง (First-order accurate) มคีา T.E. เปน O[Δt , (Δt)2]

ที่สภาวะคงตัวคาความถูกตองอยูในอันดับ O[(Δx)2 ] และวิธีนี้จะเสถยีร (Stable) เมื่อ

10
2

r≤ ≤

ที่ซึ่ง ( )2

tr
x

αΔ
=

Δ

และสมการปรับปรุง (Modified equation) เขยีนไดเปน

( )

( ) ( ) ( )

2
2

2 2 43 2

1
2 12

1 1 1             
3 12 360

t xx xxxx

xxxxxx

x
u u t u

t t x x u

α
α α

α α α

⎡ ⎤Δ
− = − Δ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ Δ − Δ Δ + Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦

(18)



17Chainarong Chaktranond, Thammasat University

Simple explicit method

ถา r = 1/6 คาความพลาด T.E. จะกลายเปน O[(Δt)2, (Δx)4 ] นอกจากนี้ยังสงัเกตเห็นวาเทอมของ
อนุพันธที่เปนเลขคี่ (Odd derivative terms) จะไมปรากฏอยูในใน T.E. ซึ่งทําใหลดคาความผิดพลาด

ในสมการความรอน และคาความผิดพลาดเนื่องจากเทอมอนุพันธเลขคี่ มีชื่อวา ความผดิพลาด

เนื่องจากการแพรกระจาย (Dispersive error) ซึ่งทําใหคาคาํตอบเกิดความบิดเบี้ยว (Distort) ระหวาง

เฟส ดังแสดงในรูป ค  สวนในรูป (ข) เปนผลเนื่องจากเทอมอนุพันธที่เปนเลขคู (Even derivative)

(ก) (ข) (ค)

คาผดิพลาดแบบตางๆ (ก) คําตอบแมนตรง (ข) ผลความบิดเบีย้วจาก Dissipation error (จากการใช 1st order method) 

และ (ค) ผลบิดเบีย้วจาก Dispersion error (จากการใช 2nd method)
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Simple explicit method

• เมื่อใช explicit scheme คา u ที่จุด p สามารถหาคาไดโดยไมตองใชเงื่อนไขขอบเขตของ AB และ CD 

• ดังนั้น explicit scheme ไมเหมาะสมกับ สมการความรอนหรือสมการอนุพันธแบบพาราโบลิคเพราะ

จาํเปนตองใชเงื่อนไขขอบเขต

2

2

u u
t x

α∂ ∂
=

∂ ∂
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Richardson’s Method

ป 1910 Richardson ไดนําเสนอการแกสมการความรอนโดยใช explicit one-step three-time-level 

scheme

( )

1 1
1 1

2

2
2

n n n n n
j j j j ju u u u u

t x
α

+ −
+ −− − +

=
Δ Δ

(19)

Scheme นี้ใหความถูกตองแบบอนุพันธอันดับสอง (Second-order accurate) ดวยคา T.E. เปน 

O[(Δt)2, (Δx)2 ] แตวิธีนี้มีความเสถียรเปนแบบ Unconditionally unstable และไมถูกพิสจูนแลววา
ไมสามารถแกปญหาสมการความรอนได
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Simple implicit (Laasonen) method

ป 1949 Laasonen ไดนําเสนอการแกสมการความรอนโดยใช Simple implicit scheme ซึ่งมีรูปแบบ 

คือ

( )

1 1 1 1
1 1

2

2n n n n n
j j j j ju u u u u

t x
α

+ + + +
+ −− − +

=
Δ Δ

(20)

ถาเราใช Central-difference operator

2
1 12n n n n

x j j j ju u u uδ + −= − + (21)

ดังนั้นสมการที่ (20) สามารถเขียนไดเปน

( )

1 2 1

2

n n n
j j x ju u u

t x

δ
α

+ +−
=

Δ Δ
(22)

Scheme นี้มคีาความถูกตองเปนอนุพันธอันดับที่ 1 (1st order accuracy) ที่มีคา T.E. เปน O [t,(Δx)2 ] 
และเปน Unconditionally stable 
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Crank-Nicolson method

ป 1947 Crank และ Nicolson ไดนําเสนอการแกสมการความรอนโดยใช Implicit algorithm ซึ่งมี

รูปแบบ คือ

( )

1 2 2 1

22

n n n n
j j x j x ju u u u

t x

δ δ
α

+ +− +
=

Δ Δ
(23)

Scheme เปน Unconditionally stable algorithm และเปนที่นยิมใชโดยรูจักในชื่อ Crank-Nicolson

scheme 

Scheme ใชหลักการของ Trapezoidal differencing เพื่อใหไดความถูกตอง 2nd order accuracy ที่มี 

T.E. เปน O [(Δt)2 ,(Δx)2 ]
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การแกสมการความรอนแบบ 2 มติิ

สมการความรอนแบบ 2 มิติ
2 2

2 2

u u u
t x y

α
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
(24)

เมื่อใช Explicit method จะได

(25)

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1
, , 1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2n n n n n n n n
i j i j i j i j i j i j i j i ju u u u u u u u

t x y
α

+ + + + + + +
+ − + −

⎛ ⎞− − + − +
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

ที่ซึ่ง x i x= Δ และ y j y= Δ

Stable เมื่อ (จาก Fourier analysis)

( ) ( )2 2

1 1 1
2

t
x y

α
⎡ ⎤

Δ + ≤⎢ ⎥
Δ Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
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การแกสมการความรอนแบบ 2 มติิ

ถา ( ) ( )2 2x yΔ = Δ เงื่อนไขของความเสถียรจะเกิดขึ้นเมื่อ 
1
4

r ≤

เมื่อใช Crank-Nicolson scheme จะได 

( )( )
1

, , 2 2 1
, ,

ˆ ˆ
2

n n
i j i j n n

x y i j i j

u u
u u

t
α δ δ

+
+−

= + +
Δ

ที่ซึ่ง
( ) ( )

2
1, , 1, ,2

, 2 2

2ˆ
n n n n
i j i j i j x i jn

x i j

u u u u
u

x x

δ
δ + −− +

= =
Δ Δ

( ) ( )

2
, 1 , , 1 ,2

, 2 2

2ˆ
n n n n
i j i j i j y i jn

y i j

u u u u
u

y y

δ
δ + −− +

= =
Δ Δ

(26)
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การแกสมการความรอนแบบ 2 มติิ

1 1 1 1 1
, 1 1, , 1, , 1 ,
n n n n n n
i j i j i j i j i j i jau bu cu bu au d+ + + + +

− − + ++ + + + = (27)

จากสมการ (26) เขียนไดเปน 

ที่ซึ่ง

( )2

1
22

y
ta r
y

αΔ
= − = −

Δ

( )2

1
22

x
tb r
x

αΔ
= − = −

Δ

1 x yc r r= + +

( )2 2
, , ,

ˆ ˆ
2

n n n
i j i j x y i j

td u uα δ δΔ
= + +



เมื่อกําหนดให Computational mesh มคีา 6×6



เมื่อกําหนดให Computational mesh มคีา 6×6 ดังนั้นเขียนเมตริกซไดเปน

ที่ซึ่ง

( )

0

0

0

d d au
d d bu
d d a b u

′ = −
′′ = −

′′′ = − +
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Successive over relaxation method (SOR)

เปนวิธีการหาคาํตอบโดยการแทนสุมคาคาํตอบลงในสมการ โดยเขียนรูปสมการไดเปน 

( )
1 1 1 1

1 1
n n n n

p S S W W N N E En n
p p

p

Q A A A A
A

φ φ φ φ
φ ω ω φ

+ + + +
+ − − − −
= + −

ที่ซึ่ง ω คือคา Over-relaxation factor และมีคามากกวา 1 (ถาเทากับ 1 รูปสมการจะกลายเปน 

Gauss Seidel method)

n คือคา iteration counter

(28)

 
 
            xΔ  
 
 
 

2+jy  
 

 yΔ  
1+jy  

 
 

jy  
 
 
 

1−jy  
 
 

2−jy  
 
       2−ix       1−ix        ix               1+ix            2+ix          3+ix  
  

1n
Eφ
+

1n
Nφ
+

1n
Wφ
+

1n
Sφ
+
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Alternating Direction Implicit method (ADI)

ป 1955 Peaceman ,Rachford และ Douglas ไดนําเสนอวิธีแกสมการแบบ ADI ซึ่งประกอบดวย 2 

ขั้นตอนคือ 

ขั้นตอนที่ 1

1
12

, , 2 22
, ,

ˆ ˆ
/ 2 2

n n
ni j i j n

x i j y i j

u u
u u

t
α δ δ

+
+− ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

ขั้นตอนที่ 2

1
1 12

, , 2 2 12
, ,

ˆ ˆ
/ 2 2

nn
ni j i j n

x i j y i j

u u
u u

t
α δ δ

++
+ +− ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

(29a)

(29b)

วิธี ADI ใหคาความถูกตองอันดับสอง (2nd accurate) ดวย T.E. มคีา O [(Δt)2 ,(Δx)2 ,(Δy)2 ] และ
เปนวิธีที่ให Unconditionally stable 



29Chainarong Chaktranond, Thammasat University

Alternating Direction Implicit method (ADI)

จากสมการที่ (29) จะเห็นวาการแก

สมการจะแยกเปน 2 ขั้น  (Splitting) 

โดยใน

ขั้นตอนที่ 1 เมตริกซแบบ 3 แถวใน

แนวแทยงจะถูกหาคาในแตละ

ตําแหนงของของแถว j และ

ขั้นตอนที่ 2 เมตริกซแบบ 3 แถวใน

แนวแทยงจะถูกหาคาในแตละ

ตําแหนงของแถว i ดังแสดงในรูป
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1
12

, , 2 22
, ,

ˆ ˆ
/ 2 2

n n
ni j i j n

x i j y i j

u u
u u

t
α δ δ

+
+− ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

, , 1, , 1, , 1 , , 1
2 2

2 2
/ 2

n n n nn n n n
i j i j i j i j i j i j i j i ju u u u u u u u

t x y
α

+ + + +

+ − − +

⎛ ⎞
− − + − +⎜ ⎟= +⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1 , , 12 2 2

1 1 1
2 2 2

1, , 1,2 2 2

1
2 2

                        1
2 2

n n n
i j i j i j

n n n

i j i j i j

t t tu u u
y x y

t t tu u u
x x x

α α α

α α α

− +

+ + +

+ −

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟− + + −
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

(29a)

(30)

(31)

ซึ่งจะเหน็วาเทอมทางซายของสมการ (31) เปนตัวแปรที่รูคา สวนเทอมทางขวาของสมการ (31) 

เปนตัวไมรูคาและมีเพยีง 3 เทอมดังนั้นจะไดเมตริกซเปนรูป 3 แถวในแนวแทยง

ขั้นตอนที่ 1

Alternating Direction Implicit method (ADI)
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( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 12 2 2 2

, , 1, , 1, , 1 , , 1
2 2

2 2
/ 2

n n n nn n n n
i j i j i j i j i j i j i j i ju u u u u u u u

t x y
α

+ + + ++ + + +
+ − + −

⎛ ⎞
− − + − +⎜ ⎟= +⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟

⎝ ⎠

(29b)

(32)

ขั้นตอนที่ 2

Alternating Direction Implicit method (ADI)

1
1 12

, , 2 2 12
, ,

ˆ ˆ
/ 2 2

nn
ni j i j n

x i j y i j

u u
u u

t
α δ δ

++
+ +− ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

ซึ่งจะเหน็วาเทอมทางซายของสมการ (33) เปนตัวแปรที่รูคาแลว (หาไดจากขัน้ตอนที่ 1 สวนเทอม

ทางขวาของสมการ (33) เปนตัวไมรูคาและมีเพียง 3 เทอมดังนั้นจะไดเมตริกซเปนรูป 3 แถวในแนวแทยง

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1, , 1,2 2 2

1 1 1
, 1 , , 12 2 2

1
2 2

                       1
2 2

n n n

i j i j i j

n n n
i j i j i j

t t tu u u
x x x

t t tu u u
y x y

α α α

α α α

+ + +

+ −

+ + +
+ −

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟− + +
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟= − + + −
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

(33)
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Alternating Direction Implicit method (ADI)

(31)

จากสมการที่ (31) เปน Implicit method และ เราสามารถจัดเมตริกซไดเปนเมตริกซสามแถวในแนวแทยง 

(TDMA)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1 , , 12 2 2

1 1 1
2 2 2

1, , 1,2 2 2

1
2 2

                        1
2 2

n n n
i j i j i j

n n n

i j i j i j

t t tu u u
y x y

t t tu u u
x x x

α α α

α α α

− +

+ + +

+ −

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟− + + −
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟= − + +
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

( )

( )

( )

2

2

2

2

1

2

ta
x

tb
x

tc
x

α

α

α

Δ
=

Δ

⎛ ⎞Δ⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

Δ
=

Δ

{ } { }1/ 2
, ,
n n
i j i j

b c
a b c

a b c
a b c

u d
a b c

a b c
a b c

a b

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ขั้นตอนที่ 1
ตัวแปรที่รูคา

ตัวแปรที่ไมรูคา
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Alternating Direction Implicit method (ADI)

ขั้นตอนที่ 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1, , 1,2 2 2

1 1 1
, 1 , , 12 2 2

1
2 2

                       1
2 2

n n n

i j i j i j

n n n
i j i j i j

t t tu u u
x x x

t t tu u u
y x y

α α α

α α α

+ + +

+ −

+ + +
+ −

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟− + +
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

⎛ ⎞Δ Δ Δ⎜ ⎟= − + + −
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

(33)

จากสมการที่ (33) เปน Implicit method และ เราสามารถจัดเมตริกซไดเปนเมตริกซสามแถวในแนวแทยง 

(TDMA)

( )

( )

( )

2

2

2

2

1

2

ta
y

tb
x

tc
y

α

α

α

Δ
= −

Δ

⎛ ⎞Δ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

Δ
= −

Δ

{ } { }1 *
, ,
n n
i j i j

b c
a b c

a b c
a b c

u d
a b c

a b c
a b c

a b

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ตัวแปรที่รูคา

ตัวแปรที่ไมรูคา
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Laplace’s equation

สมการ Laplace equation เปนแบบจาํลองของสมการอนุพันธแบบอิลิปติค (Elliptic PDE) และสําหรับ

ปญหา 2 มิติสมการลาปลาซเขยีนไดเปน

2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

(34)

ปญหาที่ใชแบบจําลองสมการลาปลาซสวนใหญจะเปนปญหาที่สภาวะคงตัว (Steady state) เชน ปญหา

การกระจายตัวของอุณหภูมิในของแข็ง (Steady-state temperature distribution) และปญหาที่การไหล

แบบอัดตัวไมไดและไมเกิดการหมุน (Incompressible irrotational (Potential) flow of a fluid)

และเมื่อเทอมทางขวามือของสมการ (34) มีคาไมเปนศูนยแลว สมการจะกลายเปนสมการปวซอง 

(Poisson equation)

( )
2 2

2 2 ,u u f x y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

(35)
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Laplace’s equation

การแกสมการ Laplace equation ดวยวิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite difference representation) ใชขอมูล 5 

ตําแหนง คือ

( ) ( )
1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2
0i j i j i j i j i j i ju u u u u u

x y
+ − + −− + − +

+ =
Δ Δ

(36)

yΔ

xΔy

x

จากสมการ (36) จะไดวาคา T.E. มีคา 

O [(Δx)2 ,(Δy)2 ]
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Navier-Stokes equation 

สมการนาเวยีร-สโตค (Navier-Stokes equation) เปนสมการที่มีความไมเปนเชิงเสนสูงมาก (Highly 

Non-linear equation) 

2V V V p V f
t

ρ μ
⎛ ⎞∂

+ ⋅∇ = −∇ + ∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

Convective acceleration 
Unsteady acceleration 

Pressure gradient 
Viscosity 

Other body forces 

(37)

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

x

y

z

u u u u p u u uu v w g
t x y z x x y z

u v v v p v v vu v w g
t x y z y x y z

w w w w p w w wu v w g
t x y z z x y z

ρ ρ μ

ρ ρ μ

ρ ρ μ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(38)
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Navier-Stokes equation

สําหรับการไหลอุดมคติ (Ideal fluid flow) หรือไมมีความหนดื (Inviscid flow or No shear stress flow) 

0μ =

สมการนาเวยีรสโตค แบบไมมคีวามหนืดเขียนไดเปน 

V V V p f
t

ρ
⎛ ⎞∂

+ ⋅∇ = −∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
(39)

และเมื่อพิจารณาการไหลที่สภาวะแบบคงตัว (Steady state) แลวจะได สมการที่เรียกวา Euler equation

2 2
1 1 2 2

1 22 2
P v P vgz gz
ρ ρ
+ + = + +

(40)
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Assignment 6

จงแสดงการพิสูจนการไดมาของสมการออยเลอร (Euler equation)  โดยเริ่มตนจาก สมการนาเวียรสโตค

(37)

2 2
1 1 2 2

1 22 2
P v P vgz gz
ρ ρ
+ + = + + (40)

2V V V p V f
t

ρ μ
⎛ ⎞∂

+ ⋅∇ = −∇ + ∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
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ป 1948 Burgers ไดนําเสนอสมการ 
2

2

u u uu
t x x

μ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂

Convective term 
Time-dependent term Diffusive or dissipative term 

(41)

และเรียกสมการที่ (38) วา Burgers’ equation และเมื่อเทอมของความหนืดซึ่งอยูทางดานขวาของสมการ

หายไป (μ = 0) จะเรียกวา Inviscid Burgers' equation

Burgers’ equation 

0u uu
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
(42)

ซึ่งสมการที่ (41) จากกลายเปนสมการออยเลอร (Simple Euler equation) และมีรูปเหมือนสมการคลื่น 

(Wave equation)



40Chainarong Chaktranond, Thammasat University

Navier-Stokes equation 

จากสมการที่ (39) เราสามารถ Discretize ไดเปน 

( )
( ) ( )

11 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 2

2 2
3

2 2

n nn n n n n n n n n n n n
i ii i i i i i i i i i i i

p pu u u u u u u u u u u u
t x x x x x

ρ μρ
++ − − + + +

− − + − + −
⎛ ⎞−⎛ ⎞− − − − + − +
⎜ ⎟+ − = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Adams-Bashforth scheme Crank-Nicolson scheme

(43)

จากสมการที่ (43) จะเห็นวา ขั้นตอนของการแกสมการมีความซับซอนมากขึ้นเนื่องจากตัวแปรที่ตองการ

หาคา 2 ตัวคือ ความเร็ว (u) และ ความดัน (p) ดังนั้นเพื่อลดปญหาดังกลาว Chorin (1969) ไดเสนอวิธี

แกสมการที่เรียกวา Fractional step method (รายละเอียดแสดงดัง Kim J., and Moin,P. (1985). 

Application of a fractional step method to incompressible Navier-Stokes equations. J. 

Computational Physics, 59, pp.308-323)



41Chainarong Chaktranond, Thammasat University

Splitting or Fractional-step methods

วิธี Fractional-step method จะมคีวามคลายคลึงกับวิธี Alternating Direction Implicit method กลาวคือ 

การแกสมการจะถูกแบงชวงเวลาเปน 2 ชวงเทาๆ กัน โดยทําการแกสมการตัวแปรหนึ่งกอน แลวจึงแก

สมการหาตัวแปรที่เหลือ

1/ 2
, , 2 1/ 2

,
ˆ

n n
i j i j n

x i j

u u
u

t
αδ

+
+−

=
Δ

1 1/ 2
, , 2 1/ 2

,
ˆ

n n
i j i j n

y i j

u u
u

t
αδ

+ +
+−

=
Δ

ขั้นตอนที่ 2

ขั้นตอนที่ 1

วิธี Fractional-step method จะใหคาความถกูตองดวย T.E. O [Δt ,(Δx)2 ,(Δy)2]

(44a)

(44b)
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Dimensionless equation

การทําสมการที่ตองการแกสมการใหอยูในรูปตัวแปรไรมิติมีประโยชน คือ

- ลดปญหาตัวเลขที่ตองการเก็บเพื่อใชในการคาํนวณ

- ทําใหสมการมีรูปงายขึ้น 

- ใชเปรียบเทียบผลกับการคาํนวณหรือการทดลองอื่นที่มิติที่แตกตางกัน

สําหรับสมการนาเวียร-สโตค การทําเปนรูปตัวแปรไรมิติมีดังนี้

*

*

*
2

*

uu
u
xx
L

pp
u

Lt
u

ρ

∞

∞

∞

=

=

=

=

Velocity scale

Length scale

Pressure scale

Time scale

* *
* * *

* * * * *

1
Rei j i

j i j j

u pu u u
t x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(45)

Re
u Lρ
μ
∞=ที่ซึ่ง
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การใช Fractional-step method เพื่อแกปญหา incompressible fluid ซึ่งประกอบสมการนาเวียร-สโตค

และสมการของความตอเนื่อง

( ) ( )

1 1
1 1 1 1 1 1

2 2

2 21 13
2 2Re

n n n n n n n n
i i i i i i i i i i i iu u u u u u u u u u u u

t x x x x

− −
− − + − + −

⎛ ⎞⎛ ⎞− − − − + − +
⎜ ⎟= − − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(46a)

( )
1

1
n

ni iu u
t

φ
+

+−
= −∇

Δ
(46b)

2Re
2
tp φ φΔ

= + ∇ที่ซึ่ง

การใช Splitting or Fractional-step methods 

* *
* * *

* * * * *

1
Rei j i

j i j j

u pu u u
t x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
(45)

เพื่อใหงายตอการแสดงสมการ ในที่นี้เราจะละทิ้ง * ในแตละเทอมและใช Fractional-step method ไดเปน 

Correction pressure

(47)

*

* 0i

i

u
x
∂

=
∂

0i

i

u
x
∂

=
∂

(46c)
Virtual pressure
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การใช Splitting or Fractional-step methods 

จากสมการ (46b) และ (47) จะไดวา

( )2 1 1n
iu

t
φ +∇ = ∇

Δ (48)

ดังนั้นหลังจากแกสมการ (46a) แลว สมการ (48) กอนที่นํามาแกสมการ (46b) และสุดก็นํามาแทนคาใน

สมการ (46c) เพื่อหาคาทีแ่ทจริงของความดันตอไป 
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Assignment 7

( ) ( )

1 1
1 1 1 1 1 1

2 2

2 21 13
2 2Re

n n n n n n n n
i i i i i i i i i i i iu u u u u u u u u u u u

t x x x x

− −
− − + − + −

⎛ ⎞⎛ ⎞− − − − + − +
⎜ ⎟= − − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )
1

1
n

ni iu u
t

φ
+

+−
= −∇

Δ

0i

i

u
x
∂

=
∂
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จงพสิจูนวา จากสมการนาเวียร-สโตค ที่แกสมการโดยใช Fractional-step method ในสมการที่ (46a)

(46b) และ (47) ทาํใหสมการที่ (48) เปนจริง


